Un graphe pour les gouverner tous
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Depuis le célebre Grid Minor Theorem de Robertson Seymour et Tho-
mas [1], nous savons que tous les graphes planaires a au plus n sommets sont
mineurs de la grille carré (donc aussi planaire) & 4n* sommets. Avec Cyril
Gavoille, nous avons prouvé récemment que ce résultat se généralise a toutes
les classes de graphes plongeable sur une surface [2] : pour toute surface X,
il existe ¢ tel que pour tout n, il existe un graphe U, plongeable sur ¥ avec
au plus cn? sommets qui admet pour mineur tous les graphes d’au plus n
sommets plongeables sur .

On dit alors que U, est un majeur universel pour la classe des graphes
a au plus n sommets plongeable sur X, et de facon similaire, la grille & cn?
sommets est un majeur universel pour la classe des graphes planaires a au
plus n sommets.

Ces travaux amenent a se demander si 'on peut trouver un tel majeur
universel de taille polynomial pour toutes les classes closes par mineur :

Conjecture. Pour toute famille de graphes F, il existe une constante c
telle que pour tout m, il existe un graphe excluant F comme mineur et avec
au plus n® sommets, qui est majeur universel pour la classe des graphes a au
plus n sommets et excluant F comme mineur.

Dans un projet en cours avec Tara Abrishami, Marthe Bonamy, Cyril
Gavoille et Alexandra Wesolek, nous nous intéressons a cette conjecture.
Elle s’avere étre fausse dans le cas général, mais nous trouvons plusieurs
classes classiques qui vérifient la conjecture, et nous prouvons une version
approximative de la conjecture dans le cas général.
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